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Révisions sur les nombres complexes

o Représentation d'un nombre complexe
e Racines d’un nombre complexe

o Formule d’Euler ou de De Moivre

1 Représentation d’'un nombres complexe

1. Rappeler les différentes fagons d’écrire un nombre complexe.

2. soit z € C exprimer p = |z| et § = Argz en fonction de a = Rz et b = 3.
3. soit z € C exprimer a = Rz et b = Iz en fonction de p = 2| et § = Argz.
4. Représenter graphiquement I’ensemble des valeurs de z pour lesquelles
-3
z ‘ —2.
z2+3

2 Racines d’'un nombre complexe

1. Identifier les parties réelles et imaginaires de /i et représenter les solu-
tions dans le plan complexe. Retrouver ces valeurs en utilsant le notation
polaire.

2. Déterminer toutes les solutions dans C de I'équation :
z2"—1=0, neN

Représenter les solutions sur le cercle trigonométrique lorsque n = 6.

3 Formule d’Euler ou de De Moivre

1. Rappeler la formule d’Euler ou de De Moivre.

2. Utilisez la formule d’Euler ou de De Moivre pour montrer que :

sin® § = 1 sinf — 1 sin 36.



3. Calculer les sommes S; et Sy de m cosinus ou sinus en progression arithmétique
en utilisant la fonction exponentielle.

S1 = cosa+cos(a+0)+ -+ cos(a+ (m—1)d),
Sy = sina+sin(a+9)+ - +sin(a + (m — 1)0),

ou « et § sont des réels quelconques.

4 Exercices supplémentaires

1. Donner I’ensemble des nombres complexes z tels que

|z 4+ 141 =]z — 4 — 2i

2. (a) Déterminer les racines cinquiemes de 'unité.

(b) Soitw = e*5. Montrer quel +w+w?+w?+w* =0

(c) Démontrer que w' = & et que w? = w?. En déduire que
2 4
1—|—2cos€7r+2605?7r =0

puis la valeur de cos 2.

3. Soit § € [0, 7[. Déterminer les racines complexes de

z=1+e" et t=1-¢"



Révisions sur les fonctions d’une
variable réelle

Rappels sur les dérivées des fonctions d’une variable.

Représentation des fonctions usuelles.

La formule de Taylor et les développements limités.

Intégration : primitives, changement de variables et intégration par parties.

Les exercices marquées par (%) constituent des exercices supplémentaires.

1 Limites, continuité, dérivée des fonctions d’une vari-
able réelle

1. Calculer f’(z) en utilisant le taux d’accroissement }llir% W
_>

@ f@)= 22 O f@)=vIts (@) =]

2. Calculer la dérivée des expressions suivantes:

@y = (3+4$+x2)1/2 (b) z = \/ﬁ (c)p= %tanxsian
(d) y = arcsin(xz — 1) (e) y = arctan 3z (f) z = In(tanh 2z)

(x) Montrer que la dérivée d’ordre n de sinz est sin (z + n%). Calculer la
dérivée d’ordre n de y = 23 sin z. On pourra utiliser la formule de Leib-

niz: n
(f9) =" (Z) J gt

k=0

2 Formule de Taylor, développements limités

1. Démontrer la formule d’approximation sin(§ + z) = @ (1 4+ z), puis
l"utiliser pour calculer sin 43°. Dans quel intervalle doit se trouver x pour
que 'erreur commise par cette approximation soit inférieure a 1073?



cos(lnz) — 1

2. Btudier lim 5

x—1 (65’3 — 6)

3. Montrer que le graphe de la fonction

-1 1
g(w)zw —:E21n(x+ )

2x x

admet une droite asymptote lorsque z — +o00. Préciser la position du
graphe par rapport a I'asymptote.
E

4. Soit la fonction f définie sur Dy par

2 —3x+6
z—1

fla) =
e Quels sont les asymptotes de la courbe représentative de f.
e Tracer cette courbe.

(x) Quel est le développement limité a 'ordre 3 de y = (1 + z)'/* au voisi-
nage de z = 0?

3 Représentation des fonctions usuelles.
Choisir cinq fonction parmi celles données ci-dessous et tracer leur courbe
représentative.

sin cos tan cosh sinh tanh
arcsin arccos arctan cosh™! sinh™' tanh™!

4 Intégration : primitives, changement de variables et
intégration par parties

1. Calculer la primitive des fonctions suivantes

(@) f(x) = €352 gin2x
2

b) 9(@) = =5
IE2

(©) h(x) = ﬁ

) f(z) = !

(1- %) - %)



1

(e) g(x) = P (3 T cos? x) Indice: se ramener a la forme du (d)
sin x cos T
f) h(zx) = ———
® hiz) 2+cosx

2. En utilisant I'intégration par parties calculer la primitive des fonctions
suivantes:

(@) f(z)=a*Inz

(x) On pose
roodt
b= | e

(a) Trouver une relation de récurrence entre I, et I, 1.
(b) Calculer I; puis I.



Rappels de résultats mathématiques

1. Formule de Taylor-Young: si f est de classe C" au voisinage de 0 alors
xn

2
f@) = FO0)+af'(0) + T f(0) + -+ — F7(0) + o(a")

2. Dérivée de I'inverse d'une fonction. Puisque par définitionVx € Dy, f(f'(2)) =z,
en dérivant on obtient:

/ 1
f @) =
V)= i)
3. Développements limités usuels:
z? 23 x"
xz o —_— —_— DY —_— n
R T TR
2 3 n
1n(1+x):x—%+‘%+---+(—1)”‘%+o(m”)
1
T32° l—z+22 4+ (—=1D)"z" + o(z"™)
-1 —-1)...(a— 1
(1+x)“:1+aaz+M£2+---+a(a ) ga nt )x”+0(x")
n!
) $3 " x2n+1 42
Sln(m):$—§+---+(—1) o] + o(z"""7)
_ 1 :C2 1 n xQn 2n+1
cos(x) = ST + (1) ﬁ—i—o(x )

4. Formules d’intégration:

Fonction Primitive

ua—i—l
u®(z)u' (x) o sia # —1, a constante
fllwp’ f(u)
1 1 x
oy auen(g)

s (5]
- —In
x2 — a? 2a a+x

! ln(‘x—k\/aﬂ—ka‘)

vVzZ+a
1 . ( T )
. — arcsin | —
a? — z2 d
S tan(a)
an(x
cos?(x)

w (e (3))

Inz z(lnz-1)



5. Formules Trigonométriques:

2a=1

cos® a + sin
sin(a + b) = sinacosb + cosasinb

cos(a + b) = cosacosb — sinasinb

cos(a) cos(b) = cos(a — b) —5 cos(a+b) en particulier cos®(a) = 1+c;s(2a)
sin(a) cos(b) = sin(a +b) + sinfa — b) d’ou sin(2a) = 2sin(a) cos(a)

2



Révisions sur les équations
différentielles

e Savoir identifier une Equation Différentielle Ordinaire (EDO) : ordre, linéaire/non-
linéaire, a coefficients variables ou constants, équations homogenes et inho-
mogenes.

o Connaitre la méthode de la variation de la constante (EDO du ler ordre).

e Savoir résoudre toutes les EDO linéaires du ler ordre a coefficients variables ou
constants avec et sans second membre

Y (@) + a(@) y(z) = b(z)

e Notion de polynome caractéristique (EDO du 2éme ordre).

e Savoir résoudre toutes les EDO linéaires du 2éme ordre i coefficients constants
sans second membre et avec un second membre du type exponentielle-polynome

y//(x) + ay’(x) +by(r) = Z Py (z)e™®
k

1 Equations différentielles du ler ordre

1. Préciser le type des équations différentielles suivantes :

y(s)+uyls) = 0,
v (x) + y(z) sin(z) = 0,
vy () +2y(x) = a7,
() +ay’(x) = 0,
Li/(t) + Ri(t) = E,
(L+)y'(t) +ty(t) = 0
y'(0) +y(0) = 4sind,
vy (2) + y(x) + 2y (x) = 0,
mv'(t) +av(t) = mg, v(0)=1

2. Parmi les équations différentielles précédentes, résoudre celles qui sont
linéaires en utilisant si nécessaire la méthode de la variation de la con-
stante.

Vérifier vos résultats par dérivation.



2 Equations différentielles linéaires du 2éme ordre

Résoudre les équations différentielles suivantes (toutes les constantes appa-
raissant dans les équations sont réelles):

y'(x) +wiy(z) = 0,
y'(x) —wy(x) = 0,
L¢®+R4@+gﬂw::a
V(@) +ely() = we
y'() +3y' (1) +2y(t) = 6+,
y"(z) + 3y (x) + 2y(x) = 10 sin(z),
y'(z) + 3?/(90) + 23/(56) = 10z cos(x),
y'(t) +wiy(t) = Asinwt (lorsque w#wy et w=uwp)

Vérifier vos résultats par dérivation.

3 Exercices supplémentaires

1. Résoudre les équations différentielles

Y (x)+y(x) = 2e°+4sinx,
y'(t) +ylt) = tte,
y"(t) +4y(t) = =6 cos3t+ 20 sin3t,

2. Déterminer la solution générale de 1’équation

(f(0) —2r cosf)db = dr

3. Montrer que 'équation différentielle non-linéaire
y'(@) +ay’(z) =0

peut étre résolue en séparant les variables.

A

E
4. Quel est le type de I'équation différentielle :
1
V(@) + ~ y(o) + ¥ y(x) = 07

Résoudre cette équation différentielle en effectuant le changement de
variable u(z) = 1/y(x). On prendra y(1) = 1.



5. Sachant que z +2, x +sin z et x4 1 sont solutions d"une certaine équation
différentielle linéaire du 2eme ordre, déterminer la solution générale de
cette équation différentielle.

6. Montrer qu'une solution particuliére y,(z) de 'EDO : i’ (z)+y(z) = f(z)
peut s’écrire sous la forme :

yp(x) = /090 f(t) sin(x —t) dt

(ma)



Rappels de résultats sur les EDO

. La solution générale d’une équation différentielle linéaire est la somme de la so-
lution générale de I'équation sans second membre et d'une solution particuliere
de I'équation avec second membre.

. La solution du probléme de Cauchy pour les équations différentielles linéaires
existe et est unique.

Probléme de Cauchy : Résolution de I’'EDO avec une condition initiale fixée sur
la solution (1er ordre), ou avec une condition initiale fixée sur la solution et sur
sa dérivée au méme point (2eme ordre).

. L'équation différentielle linéaire homogene :
y'(8) +ay'(t) +by(t) =0
admet au moins une solution particuliere de la forme y(z) = ™ avec r € C.
. L'équation différentielle linéaire inhomogene :
y'(t) +ay'(t) + by(t) = P(x) ™

ot P est un polynome, admet une solution particuliere de la forme y(x) =
Q(z)e™* o Q est un polynome tel que :
o degré Q < degré P si m n'est pas racine du polyndme caractéristique,
o degré Q < degré P +1 si m est une des racines du polyndme caractéristique,
o degré Q <degré P +2 si m est racine double du polyndme caractéristique.
. Une équation différentielle linéaire dont le second membre s’écrit sous la forme
f(z) = fi(x) + fa(x) admet pour solution particuliere la fonction y,(x) =

y1(x) + y2(z) ou y; est une solution de I'équation diféfrentielle ayant pour sec-
ond membre f;(x) pour i =1,2.



Révisions sur les fonctions de plusieurs
variables réelles

e Savoir calculer les dérivées partielles et la différentielle d une fonction de plusieurs
variables réelles.

e Savoir travailler avec les coordonnées cartésiennes, cylindriques et sphérigues.

o Exprimer les éléments de longueur, surface et volume dans ces systémes de co-
ordonnées.

e gradient, divergence, rotationnel et Laplacien dans les différents systémes de

coordonnées.

Appliquer la formule de Taylor a une fonction de plusieurs variables.

Circulation, flux : théorémes de Stokes et de Green Ostrogradski.

Dérivées partielles

. Calculer les dérivées partielles
par rapport a chacune des vari-
ables des fonctions suivantes :

d(z,y) = Va? = 2xy +y*,
s(z,t) = /22 — G(x,t)x2,

ou G(x,t) est une fonction
dérivable,

IR
f(!E,y,z):e z°—(y—yo) —ez :

1. Représenter schématiquement
le systeme de coordonnées
cylindriques.

. Donner les relations de passage
entre coordonnées cartésiennes
et cylindriques.

ol yg et € sont des constantes,

T(p,0) = 00,

(1) = 7 5in (wt — kx) 7
x

ou L, w et k sont des constantes.

. Ecrire, si elles existent, les

formes différentielles de ces
fonctions.

2 Coordonnées cartésiennes, cylindriques et sphériques

3. Représenter schématiquement

le systeme de coordonnées
sphériques.

. Donner les relations de passage

entre coordonnées cartésiennes
et sphériques.



5. Représenter les éléments de coordonnées.
longueur, surface et volume
dans les différents systemes de

3 Opérateurs gradient, divergence, rotationnel et Lapla-
cien

Les opérateurs gradient, divergence, rotationnel et Laplacien se retrouvent
dans un grand nombre de problemes en physique. Le gradient est une généralisation
de la notion de dérivée pour une fonction de N variables, donc défini dans un
espace a NV dimensions. Une définition générale du gradient peut s’exprimer :

ol les x; désignent les IV variables de la fonction f. En géométrie cartésienne,
on obtient aisément :

gradf =

af of
— 0]  OJ
836635 + Gyey + 8262

Le gradient transforme une fonction de plusieurs variables f en un champ

de vecteurs, on introduit souvent la notation gradf = V f a fins de simplifica-
tion. La divergence s’applique a un champ de vecteur et renvoie un scalaire,

elle se note div F et s’exprime en coordonnées cartésiennes :

. B B OF, O0F, OF,
dlv?—g.?— o + 3y + 9

La divergence mesure la propension d'un champ de vecteur a diverger
ou converger autour de chaque point. Il faut faire attention en passant a un
systeme de coordonnées plus compliquées car la notation utilisant I’'opérateur

peut alors étre source d’erreur. L'expression de la divergence est donnée
pour des coordonnées cylindriques et sphériques dans le formulaire a la fin de
ce sujet.

L'opérateur rotationnel indique la tendance a tourner d"un champ de vecteur,
il s’applique donc a un champ de vecteur et renvoie également un vecteur. On
peut 'exprimer comme un produit vectoriel avec le vecteur 6, ici en géométrie
cartésienne :



oF, _ Oy
oy 0z
I _ | om. _ oR
v [T
oy  9F,
ox oy

radient, divergence et rotationnel faisant intervenir une seule fois I’opérateur
Gradient, d t rotat 1 £ tint le fois 1’ t

?, ce sont des opérateurs différentiels du premier ordre. On peut également
définir 'opérateur Laplacien, en appliquant successivement les opérateurs di-
vergence et gradient, on définit :

Af:div<gﬂif)

Par analogie avec la notion de dérivée seconde d'une fonction d"une seule
variable, 'opérateur Laplacien donne la courbure d"une fonction de plusieurs
variables. Enfin, on peut mentionner qu’on définit également un Laplacien
vectoriel :

R = grad (4w F) - ot (IF)

1. Retrouver le gradient en co- falw,y,2) = a3 + 9> + 23,
ordonnées  cylindriques et
sphériques en partant de son

expression en coordonnées méme chose en coordonnées
cartésiennes et des formules de cylindriques et  sphériques
changement de variables vues (en remplagant (z,y,2) re-
précédemment. spectivement par (r,70,z) et

(r,r8,r¢sinb)).
2. Méme chose pour la divergence,

le rotationnel et le Laplacien. N.B. : on reste maintenant en co-

ordonnées cartésiennes, on pourra

3. Vérifier les identités : , . .
s’entrainer ultérieurement dans les

div(HZ) —0, autres systémes de coordonnées...
R(gradgb) =0 5. Soit V(x,y, z) le champ de

) L. vecteur suivant :
en coordonnées cartésiennes,

cylindriques et sphériques.
y 91 p 9 7(aj,y, 2) = (yz—l—x2y3,xz—|—x3y2,my+1).

4. Calculer le gradient et le Lapla-
cien des fonctions suivantes: Montrer que H 7 = 6> et trou-

ver f telle que 7 = ﬁf.

Méme question avec :

ﬁ(az,y) = (arctan%, In+/x2 + y2) .

f1($ayaz):$+y+z_la

fo(z,y,2) =xnz+ylny+zlnz,

f3($7yvz) :$2+y2—1,



6. Soit f(x,y) = —22% + 3xy + y? ver un champ de vecteur W/ tel
et 77 = (cos0,sinf) un vecteur que V — ol
unitaire faisant 1’angle 6 avec
I'axe (Oz). Calculer la dérivée 8. Soit 7(9@, y) le champ de
de f dans la direction 6 définie vecteur :
par: > )
Y
= ( 22z, f(y,2),2° + =
d (m7 y7 Z) < b b b )
% = (gradf) e 2
ol f est une fonction continue

Etudier les variations de df /dn dérivable. Trouver f telle que
quand ¢ varie. Pour quelle di- oV = 0. Pour cette valeur

. . ) )
rection obtient-on le maximum ? de f, trouver F telle que _

—
7. Soit 7($, y,2) = (y—2,2—x,0— gradF'. Méme question avec :
y) un champ de vecteur sur R>.

2 2
Montrer que divV = 0 et trou- ﬁ(x,y,z) = (x — 2zx,y” — 2y, f(y, Z)) :

4 Formule de Taylor

La formule de Taylor, qui donne un développement en série d"une fonction au
voisinage d'un point, peut se généraliser au cas d'une fonction de plusieurs
variables. En tant que généralisation a plusieurs variables, le gradient appa-
rait tout naturellement. Les termes associés aux dérivées d’ordre supérieur,
faisant intervenir toutes les dérivées croisées, va voir apparaitre une matrice
représentant toutes ces dérivées, appelée Hessien (cf. Formulaire G). Les or-
dres supérieurs seront donnés par des tenseurs de rang croissant...

1. Calculer gradient et Hessien des trice de passage entre coordonnées
fonctions données en section 1. cartésiennes et polaires.
N.B. : Pour la fonction J(p,8),
on utilisera les coordonnées po-
laires, en retrouvant le Hessien po-
laire comme la matrice transformée
du Hessien cartésien par la ma-

2. En appliquant la formule
donnée dans le formulaire, cal-
culer le développement limité
au premier ordre des meémes
fonctions au voisinages de 0.

5 Circulation, flux

1. On considere un champ vecto- a une hauteur » > 0.

riel V = y €, — 2, + ©.

On veut connaitre la valeur de la
circulation de ce vecteur sur un
cercle parallele au plan (zy), de
rayon R et centré sur 1’axe des z

a) Faire un dessin.

b) Faire le calcul explicite de
la circulation, puis utiliser
le théoréme de Stokes.

c¢) On veut calculer main-



tenant la valeur du flux de
ce méme champ a travers la
surface fermée d'un cylin-
dre centré sur l'axe des z,
de rayon R et de hauteur

comprise entre 0 et h >
0, avec un calcul explicite
et a I'aide du théoréeme de
Green-Ostrogradsky.



A - ladifférentielle totale exacte d une fonction de plusieurs variables f(xy, - - -

s’écrit :

Formulaire

(x1

al 8f(551,"‘,l‘N) N Loy . of(x1, N
df = Z dz; , oil les dérivées partielles ===5 —=

al‘i

étre définies.

71:]\/)

) doivent

B - gradient, rotationnel, divergence, Laplacien en cordonnées cartésiennes, cylin-
driques et sphériques :
cartésien (z,vy, z) cylindrique (1,6, z) sphérique (1,0, ¢)
af af of
ox or or
— of 19f 10f
grad f oy o0 T 90
of of 1 of
0z 0z 7sin O¢
: 8FI OF, 8FZ 10(rFr) | 10F an 1 (7’ Fr) 1 O(sinfFy) 1 OF,
leF + y + r  or + r 899 + 2 + rsin 6 o0 ’ + rsinf 0¢
oF, _ OF, 10F. _ 0Fy 1 O(inbFy) 1 9F,
oy 0z r 00 0z rsin 6 00 rsind 0¢
— OF, _ OF, OF, _ OF, 1 8F. _ O(rfy)
I"Ot? 0z Oz 0z ~ Or rsinf 0  Or
OFy _ OF, 10(rFy) _ 10F, 10(rFy) _ 20F,
ox dy r or r 00 r Or r 00
0% f 2f f 9%f | 10f 1 0%f | 8%f | 92f | 20f 1 0%f 0 of 1 9%f
Af | G+ gt ok | GE G gk gk | G 25 et + g 6h T s ot
C - le théoréme de Green-Ostrogradski (flux-divergence) :
/// divEdV = ?{ F.ds
1% S
D - le théoreme de Stokes :
— —
// rot?dS’ :%?.dﬁ
S 1
E - formule de Taylor pour une fonction de plusieurs variables x = (x1,--- ,TN)

au voisinage du point a = (ay, - - -

f(x)

— f(a) + gradf.(x — a) +

7aN)-'

2

Lx—a)T H(f)l, (x - a) + of|[x — al[2),

o gradf est le gradient de f et H(f)|, est la matrice Hessienne de la fonction

f évaluéeen a:

0% f




Révisions d’algebre linéaire

vecteurs : norme, produit scalaire, produit vectoriel

matrices : déterminant, inverse, transposée, produit

changement de base

diagonalisation, valeurs propres, vecteurs propres

1 Vecteurs

Soient u et v deux vecteurs de £ = R?.

1. Exprimer u.v et uxv en fonction de ||u||, de ||v|| et de I'angle de vecteurs
0= (u,v).

2. Soit B une base orthonormée de £. On a

4 0
wBu=1{o et vEV=1_3
3 4

Calculer [|u]],||v]|, u.v et u x v al'aide de U et V. En déduire la valeur
de 6.

2 Matrices

Soient M et N deux applications linéaires (ou opérateurs) de € dans €. Sur la
base B, M et N ont pour matrices représentatives

100 1 00
M=]1011 et N=|1 011
0 11 0 0 2

1. Calculer les matrices représentatives de Mo et de N o M ot o désigne
la composition. En déduire que le produit matriciel tout comme la com-
position d’opérateurs ne sont pas des opérations commutatives.

2. Calculer M et !N ot désigne la transposition. Comment appelle-t-on
une matrice M telle que ‘M = M ? Quelle relation lie ‘M, ' N et *(M N) ?



3. Calculer les déterminants de M et N. Ces matrices sont-elles inversibles ?
4. Calculer N~! par la méthode du pivot de Gauss.

-1

5. Soient A et B deux matrices inversibles, quelle relation lie A7l B let

(AB)™1?

3 Changement de base

On note ey, e; et e3 les vecteurs de la base B. Soit B’ = (e, €), €5) une autre
base de £.

1. Donner les composantes de e, e, et e3 sur 5.

2. Sachant que les composantes de €/, €, et e} sur B sont

0 1 0
e’l 5 1], e’2 5 0 |, eg 5 -1 ],
1 0 1

donner la matrice de passage o de B vers 5’

3. Sachant que

calculer les composantes de u et v sur 5.

4 Diagonalisation

On demande de diagonaliser M. On procédera de la maniere suivante :

1. Calculer son polyndome caractéristique P(\) = det(M — AI) o I est la
matrice identité ;

2. Montrer que les valeurs propres sont 2, 1 et 0 (ce sont les zéros de P),
c’est-a-dire que M est semblable a la matrice diagonale

20
D=1 01
0 0

o O O

3. Montrer que les vecteurs propres associés a 2, 1 et 0 sont les vecteurs de
B'. En déduire que la matrice de passage vers la base de vecteurs propres
est o ;



4. Vérifier que M = aDp.

5. Pouvait-on affirmer dés le départ que M était diagonalisable de maniere
évidente ?

6. (Facultatif) Diagonaliser V.




